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二項分布とその極限
－正規分布とポアソン分布－
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発生確率が の事象を独立に 回試行したとき、その事象が 回起
こる確率は

௞ ௡ି௞

௞ ௡ି௞
௡ ௞

௞ ௡ି௞

で表される。この離散確率分布を二項分布という。ここで、

௡ ௞

は異なる 個のうちから 個を（重複なく）選ぶ組合せの数である。

二項分布
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のとき、 の二項分布は下図のようになる。

二項分布

𝑛 ൌ 4

𝑛 ൌ 10

𝑛 ൌ 20

𝑘

𝑃ሺ
𝑘ሻ
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のとき、 の二項分布は下図のようになる。

二項分布

𝑘

𝑃ሺ
𝑘ሻ

𝑝 ൌ 0.2

𝑝 ൌ 0.5

𝑝 ൌ 0.8
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二項分布の確率の総和は
௡

௞ୀ଴

௞ ௡ି௞
௡

௞ୀ଴
௡

になっている。ここで、二項定理

௡ ௞ ௡ି௞
௡

௞ୀ଴
を用いた。

二項分布の確率の総和
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二項分布における発生回数 の平均は
௡

௞ୀ଴

௞ ௡ି௞
௡

௞ୀ଴

௞ିଵ ௡ିଵ ି ௞ିଵ
௡

௞ୀଵ

ᇱ ᇱ
௞ᇲ ௡ିଵ ି௞ᇲ

௡ିଵ

௞ᇲୀ଴
௡ିଵ

である。

二項分布の平均
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二項分布における発生回数 の2乗平均は

ଶ ଶ
௡

௞ୀ଴

௡

௞ୀ଴

௡

௞ୀ଴

௞ ௡ି௞
௡

௞ୀ଴

௞ ௡ି௞
௡

௞ୀଶ

二項分布の2乗平均
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ここで、第1項は
௡

௞ୀ଴

௞ ௡ି௞
௡

௞ୀଶ

ଶ ௞ିଶ ௡ିଶ ି ௞ିଶ
௡

௞ୀଶ

ଶ
ᇱ ᇱ

௞ᇲ ௡ିଶ ି௞ᇲ
௡ିଶ

௞ᇲୀ଴
ଶ ௡ିଶ ଶ

となる。

二項分布の2乗平均
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したがって、二項分布における発生回数 の2乗平均は

ଶ ଶ
௡

௞ୀ଴

௡

௞ୀ଴

௡

௞ୀ଴
ଶ

ଶ ଶ

である。

二項分布の2乗平均
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分散は「2乗平均」と「平均の2乗」との差で求められるから、
二項分布における発生回数 の分散は

ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ

である。

二項分布の分散
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二項分布の確率は試行回数 が大きく、かつ のとき、

ି ௫ିఓ మ ଶఙమ⁄

に近づく。ここで、 は を連続変数とする確率密度関数であり、
、 ଶ である。この確率分布を正規分布という。

正規分布

𝑘, 𝑥

𝑃
𝑘
,𝑓
ሺ𝑥
ሻ 𝑛 ൌ 20

𝑝 ൌ 0.5
𝜇 ൌ 𝑛𝑝 ൌ 10
𝜎ଶ ൌ 𝑛𝑝 1 െ 𝑝 ൌ 5

𝑃 𝑘

𝑓ሺ𝑥ሻ
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二項分布

௞ ௡ି௞

より

௞ାଵ ௡ି௞ିଵ

であるから

二項分布から正規分布へ
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より

ここで、 ,  とすると

二項分布から正規分布へ
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とおき、 とすると

二項分布から正規分布へ
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二項分布の平均 、分散 ଶ を用いると

ଶ

ଶ

離散分布 を連続分布 に変換すると

ଶ

二項分布から正規分布へ
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ଶ

とすると

ଶ

両辺を積分して、 で とすると
ଶ

ଶ

ି ௫ିఓ మ ଶఙమ⁄

となる。

二項分布から正規分布へ
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ି ௫ିఓ మ ଶఙమ⁄ の定数 は
ஶ

ିஶ

ି ௫ିఓ మ ଶఙమ⁄
ஶ

ିஶ

ି௑మ ଶ⁄
ஶ

ିஶ
より定まる。ここで、 であり、定積分 の2乗は

ଶ ି௑మ ଶ⁄
ஶ

ିஶ

ଶ
ି௑మ ଶ⁄

ஶ

ିஶ

ି௒మ ଶ⁄
ஶ

ିஶ

ି ௑మା௒మ ଶ⁄
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ି௥మ ଶ⁄
ஶ

଴

ଶగ

଴
ଶగ

଴

ି௥మ ଶ⁄
ஶ

଴

ି௥మ ଶ⁄
଴

ஶ

二項分布から正規分布へ
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ஶ

ିஶ

ି ௫ିఓ మ ଶఙమ⁄
ஶ

ିஶ

ି௑మ ଶ⁄
ஶ

ିஶ
および

ି௑మ ଶ⁄
ஶ

ିஶ

より、 であるから

ି ௫ିఓ మ ଶఙమ⁄

となり、正規分布が得られる。

二項分布から正規分布へ
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正規分布の平均は
ஶ

ିஶ

ି ௫ିఓ మ ଶఙమ⁄
ஶ

ିஶ

ି ௫ିఓ మ ଶఙమ⁄
ஶ

ିஶ

ି ௫ିఓ మ ଶఙమ⁄
ஶ

ିஶ

ି௑మ ଶ⁄
ஶ

ିஶ

ି௑మ ଶ⁄
ஶ

ିஶ

である。

正規分布の平均
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正規分布の分散は

ଶ
ஶ

ିஶ

ଶ ି ௫ିఓ మ ଶఙమ⁄
ஶ

ିஶ
ଶ

ଶ ି௑మ ଶ⁄
ஶ

ିஶ

ଶ
ି௑మ ଶ⁄

ஶ

ିஶ
ଶ

ି௑మ ଶ⁄
ିஶ

ஶ ଶ
ି௑మ ଶ⁄

ஶ

ିஶ

ଶ ି௑మ ଶ⁄
ஶ

ିஶ

ଶ

である。

正規分布の分散
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二項分布の確率は試行回数 が大きく、かつ発生確率 が小さいとき、
௞

ିఓ

に近づく。ここで、 である。この確率分布をポアソン分布という。

ポアソン分布

𝑘

𝑃ሺ
𝑘ሻ

𝜇 ൌ 1

𝜇 ൌ 3

𝜇 ൌ 5
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二項分布

௞ ௡ି௞

௞ ௡ି௞

において とすると、 だから
௞

௞ ௡
௞

௡

ここで、 とおくと
௞ ௡

二項分布からポアソン分布へ
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௞ ௡

において、 の定義

௡→ஶ

௡

を用いると
௞ ௡ ௞

ିఓ

となり、ポアソン分布が得られる。

二項分布からポアソン分布へ
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ポアソン分布の確率の総和は
ஶ

௞ୀ଴

௞
ିఓ

ஶ

௞ୀ଴

ିఓ
௞ஶ

௞ୀ଴
になっている。ここで、 ௫ のマクローリン展開

௫
௞ஶ

௞ୀ଴
を用いた。

ポアソン分布の確率の総和
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ポアソン分布における発生回数 の平均は
ஶ

௞ୀ଴

௞
ିఓ

ஶ

௞ୀ଴

ିఓ
௞ஶ

௞ୀ଴

ିఓ
௞ஶ

௞ୀଵ

ିఓ
௞ିଵஶ

௞ୀଵ

である。

ポアソン分布の平均
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ポアソン分布における発生回数 の2乗平均は

ଶ ଶ
ஶ

௞ୀ଴

ଶ
௞

ିఓ
ஶ

௞ୀ଴

ିఓ
௞ஶ

௞ୀ଴

ିఓ
௞ஶ

௞ୀ଴

ିఓ
௞ஶ

௞ୀଶ

ିఓ
௞ஶ

௞ୀଵ
ଶ

である。

ポアソン分布の2乗平均
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分散は「2乗平均」と「平均の2乗」との差で求められるから、
ポアソン分布における発生回数 の分散は

ଶ ଶ

ଶ ଶ

である。

ポアソン分布の分散
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 発生確率が の事象を独立に 回試行したとき、その事象が 回
起こる確率は、二項分布

௞ ௡ି௞

にしたがう。二項分布における発生回数 の平均は 、分散
は である。

 二項分布の確率は試行回数 が大きく、かつ のとき、
を連続変数とする正規分布の確率密度関数に近づき、

ି ௫ିఓ మ ଶఙమ⁄

で表される。ここで、 、 ଶ である。

まとめ
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 二項分布の確率は試行回数 が大きく、かつ発生確率 が小さい
とき、平均 のポアソン分布

௞
ିఓ

に近づく。ポアソン分布における発生回数 の分散は で
ある。
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